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H � ustalona przestrze« unitarna.

Def. Powiemy, »e wektory x , y ∈ H s¡ do siebie ortogonalne (lub te»
prostopadªe), je»eli 〈x , y〉 = 0. Piszemy wtedy x ⊥ y .

Uw. x ⊥ y ⇐⇒ y ⊥ x , oraz ∀y∈H x ⊥ y ⇐⇒ x ⊥ x⇐⇒ x = 0.

W trójk¡cie prostok¡tnym suma

kwadratów dªugo±ci przyprosto-

k¡tnych jest równa kwadratowi

dªugo±ci przeciwprostok¡tnej!
Pitagoras Hilbert

x

x +
y

y

[Twierdzenie Pitagorasa]

Je±li x ⊥ y , to ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Dowód: ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x , y〉+ ‖y‖2 x⊥y
= ‖x‖2 + ‖y‖2 �

Uw. Je±li F = R, to
x ⊥ y ⇐⇒ ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.
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Def. Dopeªnieniem ortogonalnym zbioru M ⊆ H nazywamy

M⊥ := {x ∈ H : x ⊥ y dla ka»dego y ∈ M}.

Je±li x ∈ M⊥, to piszemy te» x ⊥ M. Dla dwóch zbiorów N,M ⊆ H
piszemy N ⊥ M je»eli n ⊥ m dla ka»dego n ∈ N i m ∈ M.

Stw. M⊥ jest domkni¦t¡ przestrzeni¡ liniow¡.

Dowód: Ka»dy y ∈ H zadaje funkcjonaª liniowy fy : H → F = R,C

fy (x) := 〈x , y〉, x ∈ H,

Z nierówno±ci Schwartza |fy (x)| = |〈x , y〉| ¬ ‖x‖ · ‖y‖. Czyli fy jest
ograniczony oraz ‖fy‖ ¬ ‖y‖ (de facto ‖fy‖ = ‖y‖). W szczególno±ci
fy jest funkcj¡ ci¡gª¡. St¡d j¡dro ker fy = f −1y (0) ⊆ H jest domkni¦t¡

podprzestrzeni¡ liniow¡. Skoro M⊥ jest przekrojem takich j¡der:

M⊥ = {x ∈ H : fy (x) = 0 dla ka»dego y ∈ M} =
⋂

y∈M ker fy

to sam jest domkni¦t¡ poprzestrzeni¡ liniow¡. �
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Def. Rzut ortogonalny wektora x ∈ H na podprzestrze«
M ⊆ H nazywamy wektor y ∈ M taki, »e x − y ⊥ M .

M

y

x

︸
︷︷

︸

x − y

Piszemy wtedy PMx = y . Czyli

PMx = y
def⇐⇒ y ∈ M∀z∈M 〈x − y , z〉 = 0.

Rzut ortogonalny PMx jest wyznaczony jednoznacznie!

Problem: Jak wykaza¢ istnienie rzutu?
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Prz. (Rzut ortogonalny na podprzestrze« jednowymiarow¡)

Niech M = {λy : λ ∈ F}, gdzie y ∈ H \ {0}, i niech x ∈ H. Wtedy
PMx = λ0y , gdzie λ0 ∈ F takie, »e x − λ0y ⊥ M. Ile wynosi λ0?

x − λ0y ⊥ M ⇐⇒ ∀z∈M 〈x − λ0y , z〉 = 0

⇐⇒ ∀λ∈F 〈x − λ0y , λy〉 = 0

⇐⇒ ∀λ∈F λ · 〈x − λ0y , y〉 = 0

⇐⇒ 〈x − λ0y , y〉 = 0 ⇐⇒ 〈x , y〉 − λ0〈y , y〉 = 0

⇐⇒ λ0 =
〈x ,y〉
〈y ,y〉 .

Zatem

PMx = λ0y = 〈x ,y〉
〈y ,y〉y = 〈x ,y〉

‖y‖2 y .

Czasem rzut ten nazywa si¦ te» rzutem ortogonalnym wektora x na

wektor y i oznacza si¦ przez Pyx .

Uw. Obliczaj¡c ‖x − Pyx‖, czyli odlegªo±¢ x od podprzestrzeni
M = {λy : λ ∈ F}, otrzymujemy dowód nierówno±ci Schwartza.
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